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Les instabilités induites par frottement sont responsables des divers bruits induits tels que le crissement, le sifflement ou le broutement … Pour modéliser et comprendre le phénomène d'instabilités induites par frottement, les approches temporelle et fréquentielle sont comparées dans cet article. Cette analyse est effectuée à partir d'un système modèle constitué de deux poutres en contact. Même si les deux approches utilisent la méthode des Eléments Finis, la gestion du contact y est traitée différemment. L'approche fréquentielle consiste à calculer les valeurs propres du système couplé par frottement. L'instabilité se manifeste par la coalescence de deux modes. Plusieurs modes sont potentiellement instables.

L'approche temporelle, quant à elle, donne l'évolution des quantités en fonction du temps. L'instabilité apparaît lorsque des zones d'adhérence ou de décollement apparaissent au niveau du contact. Grâce à cette approche, on obtient la ou les fréquences qui caractérisent l'instabilité. Les résultats issus des deux approches sont cohérents et complémentaires.

Introduction

Les vibrations induites par frottement ou instabilités de frottement apparaissant à l'interface entre deux corps frottant sont responsables de divers bruits et de concentration de contraintes. Un vaste panorama de la dynamique de vibrations induites par frottement est présenté par Ibrahim [START_REF] Temporelle | Friction-induced Vibration[END_REF][START_REF] Ibrahim | Friction-induced Vibration[END_REF]. Akay [START_REF] Akay | Acoustic of Friction[END_REF] présente une vue d'ensemble de l'acoustique du frottement.

Les études sur ce problème ont débuté dans les années 1930. En 1938, Mills [START_REF] Mills | Brake Squeal[END_REF] effectue une des premières études sur le phénomène de crissement de frein. Il montre que des instabilités de frottement peuvent apparaître lorsque le coefficient de frottement décroît avec la vitesse relative. Block [START_REF] Block | Fundamental Mechanical Aspect of Boundary Lubrication[END_REF] complète cette théorie en montrant que ces vibrations instables peuvent également être obtenues lorsque le coefficient de frottement statique est supérieur au coefficient de frottement dynamique. En 1961, Spurr [START_REF] Spurr | A Theory of Brake Squeal[END_REF] développe le modèle de « Sprag-Slip ». Il montre l'importance de la cinématique de contact en obtenant une condition d'instabilité sur l'angle d'attaque du contact avec un coefficient de frottement constant.

D'autres modèles ont été développés : des modélisations en systèmes discrets (North [7], Nishiwaki [START_REF] Nishiwaki | Generalized Theory of Brake Noise[END_REF], Rudolph et Popp [START_REF] Rudolph | Friction Induced Brake Vibration[END_REF]), des modélisations en plaques (Ouyang and al. [START_REF] Ouyang | A Methodology for the determination of Dynamic instabilities in a car disc Brake[END_REF], Flint et Hultèn [START_REF] Flint | Lining-Deformation-Induced Modal Coupling as Squeal Generator in a Distributed Parameter Disc Brake Model[END_REF]) et des modélisations éléments finis (Chan et Mottershead [START_REF] Mottershead | Break Squeal -An Analysis of Symmetry and Flutter Instability[END_REF], Giannini [START_REF] Giannini | A Experiments and modelling of squeal noise on a laboratory disc brake[END_REF]). β désigne l'angle de la poutre 1 par rapport à la verticale. Cet angle est appelé angle d'attaque du contact.

Equations de mouvement du système sans contact

La méthode des éléments finis est appliquée au système pour les deux approches utilisées dans cet article. Les éléments considérés sont des poutres de Bernoulli (cisaillement négligé) en flexion et traction-compression (3 degrés de liberté par noeud). On se place dans les hypothèses des éléments finis linéaires de poutres, (petites rotations et les petites déformations). Les équations de mouvement, via le principe des travaux virtuels, sont transformées en un système matriciel linéaire. 

f Ku u C u M = + + & & & (1) 

Approche fréquentielle

Le principe de cette approche est de calculer les valeurs et vecteurs propres du système matriciel (1) en intégrant les forces de contact. On suppose que les deux poutres sont en équilibre glissant régi par une loi de Coulomb sans régularisation.

Un ressort de raideur K c est introduit entre les deux noeuds en contact (figure 2).

Le ressort introduit une force normale proportionnelle à la compression du ressort.

Comme les deux noeuds sont cinématiquement glissants, la force tangentielle peut également être exprimée en fonction du coefficient de frottement de Coulomb, de la raideur du ressort et des déplacements nodaux.
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Figure 2 : Gestion du contact dans l'approche fréquentielle. Le noeud 2 i en contact de la poutre 2 correspond dans les résultats présentés au point A.

Les noeuds 1 1 et 2 i sont respectivement les noeuds en contact de la poutre 1 et de la poutre 2. ( )

2 2 1 1 n y y c n F U U K F - = - - = (2) 
( )

2 2 1 1 t y y c t F U U K F - = - - = µ (3)
On obtient l'équation suivante : , on obtient à partir de l'équation (4) le système suivant :
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On calcule les valeurs propres 
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En posant ) exp(rt y y =

, on obtient :

y y B A r - = -1 (7) Les valeurs propres i ϕ de B A 1
sont les racines du problème vibratoire, complexes et conjuguées deux à deux : 
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où n λ est le vecteur des forces de contact du noeud esclave, ( )

1 ; 5 . 0 ∈ 2 β : ( ) ( ) ( )              - + - + + = - - + - - + = n 1 n 2 1 n 2 1 n 2 n n n 1 n n ∆t β ∆t β ∆t ∆t β u u u u u u u u u
1 n n n n 1 n ∆t - - + - + - = u u Ku r M u 2 1 2 * (11)
La matrice globale 1 n+ G de contrainte en déplacements est non nulle si le noeud esclave est détecté comme « pénétrant » un segment maître. Cette matrice permet de calculer les forces de contact n λ et les coordonnées

1 n+
x permettant d'éviter que les surfaces de contact s'interpénètrent:

{ } ( ) ( )      - = - + = + - + + + + - + - + n 1 n 1 n 1 n n 1 n n 1 n 1 n 1 n n ∆t ∆t λ G M u u u u x G G M G λ T 1 2 * * 1 T 1 2 (12)
Un algorithme itératif de résolution basé sur la méthode de Gauss -Seidel a été développé pour résoudre l'équation [START_REF] Mottershead | Break Squeal -An Analysis of Symmetry and Flutter Instability[END_REF]. La loi de frottement utilisée ici, pour chaque noeud, est une loi de type Coulomb sans régularisation de la force tangentielle de contact en fonction de la vitesse relative. Les conditions de contact sont données par: Dans les simulations présentées, le contact entre les deux poutres s'effectue au point A (figure 1). L'angle β est fixé à 5°. Pour les trois autres cas, on observe également que les couples de modes mis en jeu dans l'instabilité ont une forme similaire. 

) ( 0 , ) ( 0 , ) 0 0 glissement v µ si adhérence v µ si µ et t t n t t n t n t n n n ≤ ⋅ = • = < • ≤ = < ≤ r r r r r r r r r

Approche fréquentielle

Comparaison des résultats des deux approches

NommenclatureC

  Matrice d'amortissement du système (Ns.m -1 ) F Valeur absolue de la force appliquée sur la poutre 1 (N) f Vecteur des forces extérieures nodales du système (N) f Fréquence propre du système (Hz) G Matrice globale de contraintes en déplacement K Matrice de raideur du système (N.m -1 ) c K Matrice de raideur du système avec contact (N.m -1 ) K c Raideur de contact (N.m -1 ) L 1 , L 2 Longueur respectivement de la poutre 1 et de la poutre 2 (m) M Matrice de masse du système (kg) t , t ∆ Temps (s), Pas de temps (s) u , u & , u & & Vecteurs déplacement (m), vitesse (m.s -1 ) et accélération (m.s -2 ) V Valeur absolue de la vitesse imposée à la poutre 2 (m.s -1 )x Vecteur des coordonnées du système (m) Vecteur forces de contact (N)

Figure 1 :

 1 Figure 1 : (a) Schéma du système étudié et des noeuds d'étude. (b)Point de contact initial A.

  selon X (dans le repère global du système). Les forces normales et tangentielles peuvent s'écrire ainsi :

r

  sont respectivement les vecteurs nodaux des forces normales et tangentielles de contact et c K la matrice de raideur du système incluant les forces de contact.Résolution sans amortissement :En considérant le système sans amortissement et en posant

ω

  étant les pulsations propres du système, et les vecteurs propres associés. On peut donc écrire le déplacement dans cette nouvelle base constituée par ces vecteurs propres. Le système est dit instable s'il existe une ou plusieurs pulsations propres possédant une partie imaginaire non nulle, ce qui implique que le déplacement croit exponentiellement en fonction du temps. Résolution avec amortissement : Si la matrice d'amortissement est non nulle, on pose

  à la surface de contact (poutre 1 et 2) sont calculées en supposant que les forces de contact n λ sont nulles.
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 31094 Figure 3 : Partie réelle des fréquences 9 f et

f = 28820

 28820 Hz 35395 HzTableau II : Fréquences propres des deux poutres prises indépendamment l'une de l'autre et couplé à coefficient de frottement nul. (Fi = i ème mode de flexion et Ti =i ème mode de traction).Pour le système étudié, il y a donc deux conditions pour obtenir une coalescence entre deux modes. Ils doivent à la fois être proches en fréquence et avoir une forme similaire à µ=0. Huang et al[START_REF] Huang | Modeling of automotive drum brakes for squeal and parameter sensitivity analysis[END_REF] ont montré en effet que la coalescence a lieu entre deux modes compatibles (forme et fréquence proches).

  à µ=0.14 28 820 Hz à µ=0.[START_REF] Hendricx | Experimental and numerical Modelling of Friction Induced Noise in Disc Brakes[END_REF] 
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 596978 Figure 5 : Evolution des 18 premières fréquences du système couplé par frottement en fonction du coefficient de frottement. Fréquences possédant une partie imaginaire négative (donc potentiellement instables).

Figure 9 :Figure 10 :

 910 Figure 9 : FFT de l'accélération suivant x pour deux noeuds appartenant à la poutre 1 (noeud n°1 1 et 1 2 ), et deux noeuds appartenant à la poutre 2 (noeud n°2 1 et noeud n°2 2 )
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 1121112 Figure 11 : Représentation du mode mis en jeu dans l'instabilité (par le vecteur vitesse aux noeuds). Résultat obtenu par l'approche temporelle. (V=0,02m/s F=20N et µ µ µ µ=0,1)

  Le système modèle étudié permet de réaliser des études d'instabilités de frottement. Les deux approches fréquentielle et temporelle ont été programmées et comparées.L'approche fréquentielle peut donner plusieurs modes potentiellement instables. Ce phénomène se caractérise par une coalescence de deux modes qui à la fois sont proches en fréquence et ont la même allure.L'approche temporelle donne la ou les fréquences qui répondent réellement lorsqu'il y a instabilité. Pour le système étudié, des ondes périodiques de type glissement-adhérence, apparaissent au niveau du contact à la fréquence de 8,7kHz. Localement, les forces de contact et les vitesses sont différentes pendant l'instabilité, ce qui peut engendrer des conditions de contact plus sévères.Les deux approches donnent des résultats similaires : les instabilités obtenues par les deux approches mettent en jeu les mêmes fréquences. Les modes mis en jeu sont les mêmes. Pour ce système, les coefficients de frottement critiques d'instabilité sont égaux à 0.08 selon les deux approches.La confrontation des résultats obtenus par les deux approches principalement utilisées pour les problèmes d'instabilité de frottement montre qu'elles offrent des résultats cohérents et qu'elles sont complémentaires.
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