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Résumé — Nous déterminons I’expression analytique de la loi de
probabilité du rapport des intensités diffusées par un milieu
stratifié présentant deux interfaces faiblement rugueuses éclairé
par une onde plane électromagnétique. Les formules obtenues
sont valides pour des intensités en polarisations directes et
croisées et en approche simple visée et en multivisées. Les calculs
sont menés dans le cadre de la méthode des petites perturbations
a l’ordre 1 et suppose que les scénes éclairées sont d’extensions
infinies et que les interfaces présentent des distributions des
hauteurs gaussiennes. Nous montrons que pour les signatures
électromagnétiques basées sur plus de deux visées, la loi de
probabilité a une moyenne finie et une variance finie. Les lois de
probabilité théoriques sont validées par comparaison avec des
histogrammes issus de tirages de Monte-Carlo.

Mots clés — Rapport d’intensités, amplitude de diffraction,
simple visée, multivisée, densité de probabilité, milieu stratifie,
surface aléatoire, méthode des petites perturbations.

I. INTRODUCTION

L’intensité du champ diffusé par un milieu aléatoire
éclairé par une onde électromagnétique est un processus
aléatoire dont la connaissance des propriétés statistiques est
utile pour la caractérisation du milieu diffusant [1]. Les
rapports des intensités en polarisations directes ou croisées
sont des discriminateurs importants utilisés dans le traitement
des images polarimétriques et interférométriques. Sous
I’hypothése que les parties réelles et imaginaires des
composantes directes et croisées du champ diffusé dans une
direction donnée par la scéne éclairée sont des variables
aléatoires gaussiennes, plusieurs auteurs ont établi la loi de
probabilité des rapports d’intensité en simple visée [2] et en
multivisées [3]-[5]. Mais les approches proposées dans ces
articles ne font pas directement le lien avec un modele
électromagnétique.

Dans le cadre de la méthode des petites perturbations a
I’ordre 1 (PP1), nous avons établi, pour des signatures en
simple visée, I’expression analytique de la loi de probabilité
du rapport des intensités en polarisations directes et croisées
caractérisant le champ diffusé par un milieu stratifié éclairé
par une onde plane [6]-[7]. La formulation obtenue suppose
que les surfaces séparant les différentes couches sont
faiblement rugueuses et que les densités de probabilité des
hauteurs sont gaussiennes. Le rapport des intensités suit une
loi & queue lourde n’ayant ni variance, ni moyenne.

Le travail que nous présentons dans cet article porte sur
I’établissement de la loi de probabilité du rapport des
intensités en multivisées pour un milieu stratifié éclairé par
une onde plane. Nous montrons que pour les signatures
électromagnétiques basées sur plus de deux visées, la loi de
probabilité a une moyenne finie et une variance finie.
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Dans la section Il, nous définissons les propriétés
statistiques des structures multicouches analysées et
rappelons, dans le cadre de la méthode des petites
perturbations a ’ordre 1, les expressions analytiques de
Pamplitude du champ diffusé & grande distance et de
I’intensité normalisée de diffusion dans une direction
d’observation donnée. La section Il présente les grandes
lignes de calcul qui permettent 1’établissement de la densité de
probabilité du rapport des intensités en multivisées. La section
1V est dédiée a la validation des formules analytiques donnant
les lois de probabilité par comparaison avec des histogrammes
normalisés obtenus a partir de tirages de Monte-Carlo. Le
milieu analysé est un sol présentant deux zones homogénes
ayant des teneurs volumiques en eau différentes et donc, des
constantes  dielectriques différentes. Les rapports en
polarisations directes et croisées sont considérés. La
conclusion en section V rappelle les points originaux de ce
travail et propose de possibles extensions.

Il. DIFFUSION PAR UN MILIEU STRATIFIE

Nous considérons un milieu stratifié représenté par
I’empilement de deux interfaces rugueuses (Fig. 1). Les plans
moyens de ces interfaces sont paralleles et séparés par une
distance u, . Les interfaces sont décrites par les fonctions

a,(x,y) et a,(x,y) qui sont des réalisations de processus

aléatoires Gaussiens centrés et stationnaires a 1’ordre 2. Nous
supposons que les deux interfaces sont non corrélées, de

spectres ﬁii(a, B) Gaussiens isotropes (i=1 ou 2). Chaque
spectre est donc caractérisé par un écart type des hauteurs o,
une longueur de corrélation |, .

2 2y\12
~ + |
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La structure est éclairée par une onde plane
monochromatique de longueur d’onde A de polarisation

horizontale (h) ou verticale (v). Le vecteur d’onde incident K

est défini par I’angle de site 8, et I’angle d’azimut ¢,. Les

trois milieux sont supposés non magnétiques et spatialement
homogenes et isotropes d’un point de vue électrique. Les
milieux (1) et (3) sont semi-infinis et le milieu 1 est assimilé
au vide.

Ce milieu stratifié provoque un phénomeéne de
dépolarisation. Le champ électromagnétique diffusé dans Iair
présente une composante directe ayant la méme polarisation
que I’onde incidente et une composante croisée ayant la
polarisation opposée. Dans le cadre de la méthode PP1,



I’amplitude de diffraction %;) (6,9) de I’onde progressive,

de polarisation directe (b=a) ou croisée (b= a),

propageant dans la direction définie par 1’angle de site 6 et
l’angle d’azimut ¢ , est définie comme une somme pondérée
des transformées de Fourier & («, ) des fonctions a, (X, y)

[1], [8]-[10]:
o0 (0:0) = 2 _Ki o) (@ P& (@ =0, = ) @

L’indice (@) désigne la polarisation de I’onde incidence (h ou
v) et I’indice (b), la polarisation de la composante diffusée
étudiée (h ou v). Les grandeurs a =k sindcose et
B =k ssinfsing sont les constantes de propagation de
l’onde diffusée et k, , le nombre d’onde dans le vide. Les
grandeurs complexes K; .. (a,) sont les noyaux

électromagnétiques de la méthode PP1. Pour un milieu
stratifi¢ présentant un nombre arbitraire d’interfaces
faiblement rugueuses, les noyaux électromagnétiques du
premier ordre K., peuvent étre obtenus a partir des
formules de récurrence [10]. A partir de ces formules de
récurrence, nous avons établi les expressions analytiques de
ces noyaux dans le cas d’un empilement de deux interfaces
[1]. lls dépendent des permittivités relatives des différents
milieux et de ’épaisseur moyenne U, de la couche centrale.

L’intensité normalisée |, (8,¢) est définie comme la

puissance diffusée dans la direction (6, ¢) par unité d’angle

solide divisée par la puissance incidente. Dans le cadre de la
méthode PP1, nous obtenons [1] :

. cos’0 |, 2
|<ba,(9,¢)—m| 2, 0.9) @)

Pour L — oo, I’intensit¢é moyenne < I, > est donnee par

I’équation (4) ou les crochets désignent I’espérance
mathématique.

cos 0
Z| i.(ba)

0,
(ba)( Q) >= 2 cos 0, =

“Rila—ay, f-f5,) (4)

_ =a,(x.y)-u,
Fig. 1. Empilement de deux interfaces rugueuses éclairé par une onde plane

Il. STASTISTIQUES DU RAPPORT DES INTENSITES

Une opération linéaire sur un processus aléatoire gaussien
conserve le caractére gaussien. Les distributions des hauteurs
étant gaussiennes et la transformée de Fourier étant une
opération linéaire, la densité de probabilité conjointe des

parties réelles et imaginaires des amplitudes de diffusion
A5, (6.9) et AL, (6,9) dans une direction donnée est une

loi gaussienne d’ordre 4. Par le biais d’une transformation
bijective, nous déterminons la loi de probabilité conjointe des

modules et des phases de A} et AL, . Par intégration sur les
phases, nous obtenons la loi de probabilité conjointe des
modulesde A et AL, puis établissons la loi de probabilité

conjointe p, (w,w') des intensités I, et I, et

lpay

enfin la loi de probabilité Py (v) du rapport des intensités

Viapay = ey / 1 pray » SOUS la forme :

(1_r2) po(V+ po) (5)
[V +2vp, (1-2r7) + pg ]3/2
Le paramétre r est le coefficient de corrélation entre les
amplitudes (complexes) de diffusion ba,(& @) et
AL, (0,9) . Le paramétre p, est égal au rapport des
intensités moyennes <, >/<1,,, > et s’identific a la
mediane de la variable aléatoire V, .., [7]. La densite de

probabilité est a queue lourde, la moyenne et la variance sont
infinies. Le coefficient de corrélation r s’exprime sous la
forme suivante [6]-[7] :

P (V) =

(6)

La grandeuraéha désigne la variance de la partie réelle de

0 0.9) , Toe,
covariance entre les parties réelles de A(%;)(H,gb) et

by (0,4) et T | la covariance entre la partie réelle de
(1)

0,(6.4) et la partie imaginaire de A, (6,4). Ces

moments statistiques du second ordre dépendent des
permittivités des milieux et de I’épaisseur de la seconde
couche par I’intermédiaire des noyaux électromagnétiques
Ki e €t Kipay €t des écarts types des hauteurs et des
longueurs de corrélation des surfaces rugueuses par le biais

des spectres Fén- Dans le cadre de la méthode PP1, nous

I’amplitude de diffusion désigne la

obtenons :
FZba - Z|K| ba| Rll(a aolﬂ ﬂO) (7)
Ier. = %Z Re[Ki*,ba Kipa IQii (a—ay, B-B)] (8)

Ton. Z MK, Ky R (@ =0, B-5)] (9)
Dans le cas de signatures a N visées, I’intensité |_(ba) 0, 9)

dans une direction donnée est la moyenne algébrique de N
variables aléatoires indépendantes |, (6, 9) :

T6(0.0) = - Ly (0.9) (1)



La densité de probabilité conjointe Pro T (W, wW") des

(va):(pa)
variables aléatoires 1pay €t | @ay s’exprime, compte tenu de
I’indépendance des variables aléatoires bidimensionnelles
(Noayns Torann) €8 (1paymans Ly men) COMMe le produit de
convolution des N lois de probabilités Pl lrare (w,,w).Ce
produit de convolution est calculé en utilisant les propriétés

et les tables des transformées de Laplace [3]. De I’expression
analytique de p,f(b)yr(b')(v‘v,v‘v’) , nous déduisons la loi de

probabilité p, (V) de Vi, pay =l /1, et obtenons :

F(2N) — @-r)" ppv* (v + p,)
FONCN) [v2 + 2p, @-2r) + p2 |7

ou la lettre T" désigne la fonction Gamma. Pour N =1,
I’expression (11) s’identifie a (5).

A T’aide de la formule de récurrence (2.263) extraite de
[11, page 95], nous montrons que la moyenne statistique
<Vipapay > 08 Vipapay eXiste et est définie pour N >1,

Py e V) = (11)

(N _rz)po

<Vba,b'a' >= (N _1)

(12)

et que la variance O'\iban-ag existe et est définie pour N > 2,
: P
O-Vbab‘a‘ - 2—
= (N-D(N-2) (13)
X{N(ZN ~1)-r?[4(N-1)@-r?)+ NN —rz)]}

Pour N trés grand, la moyenne <V, > tend vers p, et la

a,b'a’

variance O-\iabra‘ vers 0. La moyenne et I’écart-type o,

augmente linéairement avec p,.

Les expressions (11), (12) et (13) ont été établies dans les
références [3] et [4] par une approche qui reléve de la théorie
du signal aléatoire. Ici, nous faisons le lien avec un modele
électromagnétique et justifions, dans le cadre de la méthode
PP1 et dans I’hypothése de distributions des hauteurs
Gaussiennes, le bien-fondé de ces formules.

IVV. VALIDATION DES FORMULES ANALYTIQUES

Nous considérons un sol présentant deux interfaces
rugueuses non corrélées éclairées par une onde plane de
longueur d’onde A égale a 24 cm. Les interfaces rugueuses
de spectres gaussiens isotropes sont caractérisés par des écarts
types des hauteurs o, et o, respectivement égaux 2 0.6 et 0.8

cm et par des longueurs de corrélation égales a4 et5cm. Les
permittivités relatives retenues sont: &,, =4.66-0.29j et

&, =8.75-0.85] . Ces valeurs correspondent a des humidités

de sols égales en unités volumétriques a 0.10 et 0.2 cm3/cm®
[12]-[13]. L’épaisseur moyenne U, de la couche centrale est

égale 4 5 cm. Les angles de site 6, et d’azimut ¢, du vecteur
d’onde de I’onde incidente sont égaux a 30° et 0°.

La figure 2 montre les densités de probabilité du rapport
Vienwy = o) /I_(W) des intensités en polarisations directes
dans la direction de rétrodiffusion (8 =—6,;¢ = ¢,) pour une,

deux, quatre et huit visées. Les densités de probabilité (DDP)
sont données par la relation (11). Compte tenu des valeurs des
paramétres de simulation, r =0.995et p, =0.506.

D’aprés (13), I’écart type de la variable aléatoire V, ,, €st

défini pour N > 2 et diminue avec le nombre de visées N .
Corrélativement et comme le montre les 4 courbes de la figure
2, une augmentation de N s’accompagne d’une réduction de
I’étendue de la densité de probabilité et d’une augmentation
de la valeur de son maximum.

La figure 2 donne aussi les histogrammes normalisés
obtenus a partir de 2'° réalisations des amplitudes de
diffusions estimées par la relation (2) et des intensités
normalisées données par la relation (3). Les surfaces

rugueuses générées ont une aire égale & 4004°. Le principe
de génération des surfaces est basé sur le filtrage de
réalisations d’un bruit blanc gaussien [7]. La comparaison
entre les lois de probabilité théorique et les histogrammes
normalisés est concluante et valide les formules analytiques
obtenues pour cette configuration dans la direction de
rétrodiffusion.
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Fig. 2 : Densités de probabilité de V,,,, et histogrammes normalisés dans la
direction de rétrodiffusion pour N=1, 2, 4 et 8.

Dans le plan perpendiculaire au plan d’incidence, il y a une
dépolarisation et le rapport des intensités en polarisations
croisées est uniquement défini pour une onde incidente de
polarisation verticale [7]. La figure 3 montre les densités de
probabilité théoriques de la variable aléatoire V,, ., et des
histogrammes dans la direction observation définie par
0 =-30° et ¢ =+90° pour une, deux, quatre et huit visées.

Compte tenu des valeurs retenues pour les parametres de
simulation, le coefficient de corrélation r est égal a 0.921 et en

conséquence, I’amplitude de diffusion A((l) en polarisation

directe et Pamplitude AY

fortement corrélées [3]. Le second paramétre p, de la loi de
probabilité (11) est égal & 7.89. Cette valeur traduit la forte
dépolarisation dans ce plan d’observation avec
<y >=7.89<1

vy €N polarisation croisée sont

w) ~
Pour N =1, la variable aléatoire V., suit une loi a queue

lourde et présente une asymétrie importante. Quand N
augmente, la densité de probabilitt commence a devenir
symétriqgue autour de v=p,. Comme précédemment,
I’étendue de la densité¢ de probabilit¢ se réduit quand le
nombre de visées augmente et la valeur du maximum de
Py, (V) augmente avec N .

Les histogrammes de la figure 3 sont, comme précédemment,
déterminés a partir de 23 réalisations des amplitudes de
diffusions et des intensités normalisées données par les
relations (2) et (3) ou les aires des surfaces rugueuses générées

sont fixées & 4001%. La comparaison entre les densités de



probabilité théoriques et les histogrammes normalisés est
concluante pour les 4 valeurs de N et valide I’expression
analytique de la densité de la probabilité du rapport des
intensités en polarisations croisées en multivisées dans le
cadre de la méthode des petites perturbations a 1’ordre 1.

Une Deux
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Fig. 3 : Densités de probabilité de V,;, ,, (6 = —30°p = 90°) et histogrammes
normalisés dans la direction de rétrodiffusion pour N=1, 2 , 4 et 8.

V. CONCLUSION

Le travail présenté dans cet article porte sur les propriétés
statistiques du rapport des intensités moyennées sur N visées
dans le cas de la diffusion d’une onde plane par un milieu
stratifié correspondant & un empilement d’interfaces
aléatoirement rugueuses délimitant des couches diélectriques
isotropes et spatialement homogénes. Dans une direction
d’observation donnée définie par ’angle de site € et I’angle

d’azimut ¢ , le rapport des intensités Vi, .., = lwa) / 1y , €N
polarisations directes (Vy, ,,)) OU en polarisations croisées
(Vipraa20)) » €St UNe variable aléatoire dont la densite de

probabilité est déterminée par la connaissance de deux
parametres. Le premier paramétre r est le coefficient de

- ; T @ @
corrélation entre les amplitudes de diffusion Ag,, et Ay,
dans la direction d’observation (8, ¢ ). Le second paramétre
P, est égal au rapport des moyennes statistiques des intensités
en simple visée <I,., > et <l,., >. Les calculs sont

menés dans le cadre de la méthode des petites perturbations a
I’ordre 1 et sont basés sur trois hypothéses : 1) Les surfaces
sont faiblement rugueuses et d’extension infinie. 2) Les
distributions des hauteurs sont Gaussiennes. 3) L’intensité

I wa) correspond & la moyenne algébrique de N intensités
| bayn CONsidérées comme des variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées. Pour I’application
numérique, nous avons considéré un empilement de deux
interfaces non corrélées ayant des fonctions d’autocorrélation
gaussiennes. Les résultats établis restent valides pour un
nombre arbitraire d’interfaces, corrélées ou non, isotropes ou
non [10]. Par ailleurs, les formules analytiques peuvent aussi
étre utilisées, dans le cadre des hypotheses avancées, pour
toute fonction d’autocorrélation tendant asymptotiquement
vers 0 [7].

Pour N =1, le rapport des intensités suit une loi a queue
lourde n’ayant ni variance, ni moyenne. Nous montrons que
pour les signatures électromagnétiques basées sur plus de
deux visées, la loi de probabilité a une moyenne finie et une
variance finie. La moyenne tend asymptotiquement vers p,

et la variance vers 0.
Nous avons comparé les lois de probabilité théoriques et
les histogrammes obtenus a partir de simulations de Monte-

Carlo. Les comparaisons sont concluantes et valident les
expressions analytiques présentés dans cet article. Les légéres
différences qui peuvent étre observées sont dues au nombre
fini de réalisations d’une part et d’autre part, a I’aire limitée a
40047 des interfaces rugueuses générées.

Ce travail mérite d’étre étendu au cas ou les intensités
| bay.n d€S N Visées sont corrélées [3] et a d’autres descripteurs

utilisés en polarimétrie ou interférométrie radar [14], comme
par exemple, le rapport (I, —len)/ (1 + o) qui
prend ses valeurs sur Pintervalle [-1;+1] et qui présente

I’avantage d’étre, en simple visée, une variable aléatoire dont
la moyenne et la variance sont définies [15].
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